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Zusammenfassung

Bei der numerischen Simulation von Stromungen wird der Grofsteil der benotig-
ten Rechenleistung fiir die Losung der aus der Diskretisierung entstandenen linea-
ren Gleichungssysteme benétigt. Die Anforderungen an einen effizienten Algorith-
mus zur Losung dieser Gleichungssysteme reichen von den nahe liegenden Vorga-
ben geringstmogliche Rechenzeit und kleinstmoglicher Speicherplatzbedarf tiber den
Wunsch nach einfacher und effizienter Parallelisierbarkeit bis hin zur Unterstiitzung
adaptiver Losungsstrategien.

Mit den Multilevelverfahren, die aus der Diskretisierung mit hierarchischen Ba-
sen und Erzeugendensystemen hervorgehen, existieren fiir bestimmte Problemklas-
sen bereits Loser optimaler Komplexitdt, deren Speicher- und Rechenaufwand nur
noch linear mit der Zahl der Unbekannten wéchst. Gegeniiber den viel aufwendi-
geren direkten Verfahren, wie etwa der auf der rekursiven Substrukturierung des
Berechnungsgebietes basierenden nested dissection, haben diese iterativen Verfahren
jedoch den Nachteil der mangelnden Robustheit bzgl. der Anwendung auf kompli-
ziertere und somit realitdtsndhere Anwendungen.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Ansatz untersucht, der das Prinzip der rekur-
siven Substrukturierung und der Mehrgitterverfahren kombiniert, um fiir die Kon-
vektions-Diffusions-Gleichung robuste Loser optimaler Komplexitdt zu entwickeln.
Ergebnis ist ein iterativer, rekursiver Substrukturierungsalgorithmus, der direkt auf
Erzeugendensystemen arbeitet und auf einer partiellen Elimination von Kopplungen
basiert. Die Eliminationsstrategie orientiert sich dabei an den physikalischen Eigen-
schaften der zu l6senden partiellen Differentialgleichung.

Der resultierende Algorithmus wird auf verschiedene Benchmarkprobleme aus
dem Bereich der Konvektions-Diffusions-Gleichungen angewendet. Insbesondere
wird auch der Einfluss komplizierter Stromungsgebiete und Hindernisse untersucht.
Die erzielten Ergebnisse deuten darauf hin, dass bei geeigneter Eliminationsstrategie
fiir eine grofie Klasse von Problemen Loser optimaler Komplexitit erhalten werden
konnen.
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1. Numerische Simulation von
Stromungen

,mévto pet —alles fliefst”

Der berithmte, auf Heraklit zuriickgehende' Ausspruch ,alles flieSt” ist eigent-
lich ein philosophischer Leitspruch und bezieht sich vor allem auf das Weltgesche-
hen und nicht auf Naturwissenschaft oder gar Technik. Nichtsdestotrotz sind Stro-
mungsvorgdnge gerade in Naturwissenschaft und Technik nahezu allgegenwartig.
Stromungsphdnomene beschéftigen Physiker wie Ingenieure, Meteorologen wie Me-
diziner, Astronomen und Biologen. In all diesen Disziplinen existieren Anwendungs-
gebiete, in denen die Vorhersage von bestimmten Stromungsverhéltnissen durch Be-
rechnung oder Simulation gefordert ist. Zur Reduzierung des Treibstoffverbrauchs
von Kraftfahrzeugen oder Flugzeugen etwa streben wir nach Verbesserung der aero-
dynamischen Eigenschaften, aber auch der Verbrennungsvorgang selbst wird durch
die Stromungen der Verbrennungsgase in den Motoren und Turbinen wesentlich be-
stimmt. Wahrend die Medizin und Biologie vielleicht die mikroskopischen Stromun-
gen in Gefdflen und Zellen untersucht, wird in der Astronomie auch die Jahrmil-
lionen dauernde Entwicklung von Sternsystemen durch Stromungsvorgange model-
liert. Nicht zuletzt ist es vielleicht die tdgliche Wettervorhersage, die uns die globale
Bedeutung von Stromungsphdnomenen vor Augen fiihrt.

Stromungsvorgdnge werden mathematisch beschrieben durch Systeme von par-
tiellen Differentialgleichungen. Als vielleicht bekanntestes solches System bestehen
etwa die Navier-Stokes-Gleichungen aus fiinf Differentialgleichungen, je eine fiir die
drei Geschwindigkeitsrichtungen, sowie eine fiir den Druck und eine fiir die Dich-
te des Fluids. Die Beschreibung von Temperatur, Stoffkonzentrationen, Turbulenz-
vorgangen und manches weitere konnen diese Differentialgleichungssysteme weiter
vergrofiern. Mathematisch exakte Losungen fiir solche komplizierten Modelle zu er-
halten ist schlicht hoffnungslos. Der Weg zur erfolgreichen Simulation fiihrt daher
tiber die numerische Berechnung von Ndherungslosungen.

!Der Wahlspruch ,alles flieSt” wird allgemein Heraklit von Ephesos (544-483 v.Chr.) zugesprochen,
taucht aber in keinem seiner erhaltenen Textfragmente wortlich auf. Als Zitat findet sich mdvto pel
erstmals bei Plato.



1. Numerische Simulation von Strémungen

1.1. Numerische L6sung von Poisson- und
Konvektions-Diffusions-Gleichungen

1.1.1. Bedeutung der Poisson- und Konvektions-Diffusions-
Gleichung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Entwicklung robuster Loser fiir die
Konvektions-Diffusions-Gleichung und, als Spezialfall, fiir die Poisson-Gleichung.
Die (stationdre) Konvektions-Diffusions-Gleichung

—Au+v-Vu=f (1.1)

beschreibt in der Stromungsmechanik die Verteilung einer physikalischen Grofie u
— z.B. Warme, Stofftkonzentration, Impuls, etc. — in einem zeitlich stationdren, aber
bewegten Fluid, dessen Stromung durch das ortsabhidngige Vektorfeld v bestimmt
wird. Dementsprechend wird angenommen, dass weder zeitliche Verdanderungen der
Fluideigenschaften oder der dufleren Einfliisse, noch der Stromungen innerhalb des
Fluids, die Verteilung der Grofie u beeinflussen. Ebenso wird angenommen, dass die
Verteilung der Grofie u selbst einen zeitlich konstanten Zustand angenommen hat.
Die Verteilung der Grofie u wird dann zum einen bestimmt durch den Transport der
Grofle durch Konvektion, also die Tatsache, dass sie mit der Stromung , mitgerissen”
wird. In Gleichung/1.1lwird dies durch den konvektiven Term v - Vu modelliert. Zum
anderen wird die physikalische Grofie durch Diffusion verbreitet, also durch mikro-
skopische Bewegungen der Fluidpartikel. Dies wird durch den Diffusions-Term Au
beschrieben. Auflere Einfliisse, die auf die Ausbreitung einwirken, z.B. Warmequel-
len, sind in der Gleichung durch die rechte Seite f wiedergegeben.
Die Poisson-Gleichung

~Au=f (1.2)

beschreibt dagegen die Verteilung einer physikalischen Grofie u in einem stationédren,
ruhenden Fluid (v = 0). Der Transport der physikalischen Grofse u im Fluid geschieht
hier also allein durch Diffusion. Die Verteilung der Grofle ist dann aufSer von den
dufleren Einfliissen f nur noch von der Starke der Diffusion abhéngig. Auf einen ex-
pliziten Diffusionskoeffizienten wurde in den beiden Gleichungen 1.1 und'1.2/jedoch
verzichtet. Stattdessen sind v und f als relative Grofien zu verstehen.

Sowohl die Konvektions-Diffusions-Gleichung als auch die Poisson-Gleichung ma-
chen fiir die Stromungssimulation stark vereinfachende Annahmen iiber die Eigen-
schaften der betrachteten Stromung. Der Grund fiir die Beschrankung auf diese ein-
fachen Modellgleichungen liegt darin, dass beide Gleichungen bei der zeitlichen Dis-
kretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen als Teilprobleme auftreten. Dies kann
ebenso in ihrer kontinuierlichen wie in ihrer diskretisierten Form der Fall sein. Ein
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explizites Zeitschrittverfahren etwa fiihrt in der Regel auf die Losung einer diskre-
tisierten Poisson-Gleichung fiir den Druck [1, 15, 50]. Implizite oder semi-implizite
Verfahren fithren dagegen entsprechend zu einer diskretisierten zeitabhangigen Kon-
vektions-Diffusions-Gleichung [67]. Fiir den Grenzfall grofier Zeitschritte ergibt sich
jedoch wieder der in dieser Arbeit betrachtete stationére Fall.

1.1.2. Diskretisierung zum linearen Gleichungssystem

Fiir partielle Differentialgleichungen, wie sie die Konvektions-Diffusions-Gleichung
und die Poisson-Gleichung darstellen, lassen sich nur in den allerseltensten Fallen
exakte Losungen angeben. Insbesondere fiir realititsnahe Stromungsgebiete, etwa
solche mit kompliziert geformten Hindernissen, ist fast ausschliefilich die ndherungs-
weise, numerische Berechnung auf dem Computer angezeigt.

Dazu wird das kontinuierliche Problem durch eine Diskretisierung in ein end-
lich dimensionales Problem {iberfiihrt. Als Diskretisierung konnen etwa Finite-Diffe-
renzen-, Finite-Volumen- oder Finite-Elemente-Verfahren zum Einsatz kommen. Ge-
meinsam ist den drei Verfahren die Verwendung eines Diskretisierungsgitters.

Die vorliegende Arbeit wird sich ausschliefilich mit regulédren, kartesischen Git-
tern auf einem quadratischen Berechnungsgebiet O = [0, 1] x [0, 1] befassen. Ein ent-
sprechendes Diskretisierungsgitter (), mit der Gitterweite i := 277 ist dann definiert
als

Qpi={xj=(i-hj-h):ij=0,...,2"}. (1.3)

Dabei darf das , physikalische” Gebiet durchaus unregelmiflig sein. Es wird dann
von dem quadratischen Berechnungsgebiet eingeschlossen, wobei entsprechend in-
nere Rander ergdnzt werden. Die Wahl der Rechtecksgitter und die Beschrankung
der Zahl der Unbekannten pro Dimension auf Zweierpotenzen ergeben sich aus der
gewlinschten Verwandtschaft des Verfahrens zu Geometriebeschreibungen, die auf
Quadtree- oder Octree-Strukturen beruhen. Ebenso ist die spater verwendete Ge-
bietszerlegungsstrategie darauf abgestimmt.

Der zweite Schritt der Diskretisierung ist die Uberfiihrung der partiellen Differen-
tialgleichung in ein lineares Gleichungssystem

Ahuh = fh/ (14)

dessen Losungsvektor u;, die zu berechnenden Werte von u an den Gitterpunkten x;;
enthdlt. Das Aufstellen des linearen Gleichungssystems unterscheidet sich je nach
verwendetem Diskretisierungsverfahren:

Beim Finite-Differenzen-Verfahren wird fiir jede Unbekannte des Gitters eine Glei-
chung aufgestellt, die sich aus dem Ubergang von den exakten Ableitungen zu den
Differenzenformeln an den Gitterpunkten ergibt

! Ausfiihrliche Beschreibung des Finite-Differenzen-Verfahrens im Anhang
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Das Finite-Volumen-Verfahren ermittelt die einzelnen Gleichungen aus der Be-
trachtung der Fliisse und Erhaltungsgleichungen in den Gitterzellen [49].

Beim Finite-Elemente-Verfahren schliefilich wird eine Losung der schwachen For-
mulierung der partiellen Differentialgleichung gesucht. Mit der zugehorigen Biline-
arform

—Vo-Vu+ @ (v-Vu) dx (Konv.-Diff.-Gleichung)

. V V R/ ’ = ] 1
a:VxV— a(p,u) / —Vo-Vudx (Poisson-Gleichung)

(1.5)

wird die Differentialgleichung dazu in eine Variationsgleichung tiberfiihrt:

vpe Vi aleu)=(e.f) = [efdx. (1.6)

In einer Ritz—Galerkin—Diskretisierung@ wird der Funktionsraum V auf einen endlich
dimensionalen Suchraum V), beschrankt, in dem dann mit Hilfe von Testfunktionen
¢; € V) die beste Ndherungslosung u € V) ermittelt wird. Fiir jede Testfunktion
ergibt sich eine Zeile des Gleichungssystems. Im Folgenden werden diejenigen Tei-
le des Algorithmus, die von der Art der Diskretisierung abhdngen, jeweils fiir die
Finiten Elemente erldutert.

Generell beschrankt sich diese Arbeit auf Diskretisierungstechniken, die zu Glei-
chungssystemen fiihren, die in den einzelnen Gleichungen jeweils nur direkt benach-
barte Gitterpunkte miteinander koppeln. Diese Einschrankung ergibt sich aus der
spater verwendeten Art der Substrukturierung des Berechnungsgebietes in Teilge-
biete. Insbesondere werden aus diesem Grund Diskretisierungen hoherer Ordnung
nicht berticksichtigt.

1.2. Schnelles Lésen linearer Gleichungssysteme

1.2.1. Geschichtliches

Unabhéngig von der Art der zeitlichen oder ortlichen Diskretisierung muss zur nu-
merischen Losung der auftretenden partiellen Differentialgleichungen stets ein Grof3-
teil der insgesamt benotigten Rechenzeit fiir die Losung der aus der Diskretisierung
entstandenen linearen Gleichungssysteme aufgewendet werden. Daher wurden von
Beginn der Stromungssimulation an effiziente Verfahren zur Losung der typischer-
weise auftretenden Gleichungssysteme gesucht.

2Ausfiihrliche Beschreibung der Ritz-Galerkin-Diskretisierung und des Finite-Elemente-Verfahrens

im Anhang



1.2.  Schnelles Losen linearer Gleichungssysteme

Wegen der Diinnbesetztheit der Gleichungssysteme sind naive, direkte Verfahren,
wie etwa die Gaufs-Elimination, nicht gut zur Losung geeignet. Der durch die Eli-
minationsoperationen verursachte fill-in in den Gleichungssystemen treibt den Spei-
cherplatz inakzeptabel in die Hohe. Auch der Bedarf an Rechenzeit wire bei diesem
Vorgehen viel zu hoch. Immerhin 14sst sich durch geschickte Reihenfolge der Elimi-
nationen und Anordnung der Unbekannten auch mit direkten Verfahren eine halb-
wegs akzeptable Performance erzielen. Bei gewohnlicher, zeilenweiser Nummerie-
rung der Unbekannten kann im zweidimensionalen Fall mit Bandldsern eine Rechen-
zeitkomplexitit von O(N?) bei einem Speicherplatzbedarf von O(N?3/2) erreicht wer-
den. Eine weitere Reduktion, zumindest fiir eine gewisse Klasse von Gleichungssys-
temen bzw. zugrunde liegender Diskretisierungen, ist durch das Verfahren der nested
dissection [22] moglich. Durch geschickte Umnummerierung und eine divide&congquer-
Strategie wird dabei die Rechenzeitkomplexitit auf O(N®?2) und der Speicherplatz-
bedarf auf O(N log N) gedrtickt. Dabei kommt diesem Verfahren entgegen, dass der
Hauptaufwand im setup liegt, also in der Umnummerierung und divide&conquer-Eli-
mination. Die eigentliche Losung kann danach sogar in O(N log N) Operationen
berechnet werden. In vielen Anwendungen dndert sich aber nur die rechte Seite der
Gleichungssysteme. Bei gleichbleibender Systemmatrix ist dann jedes derartige Glei-
chungssystem in O(N log N) 16sbar.

Mehr als die Rechenzeit ist jedoch der erhohte Speicherplatzbedarf in numeri-
schen Simulationsrechnungen besonders schmerzhaft. Wiahrend eine langere Warte-
zeit auf die Ergebnisse unter Umstdnden noch verkraftet werden kann, bildet Mangel
an Speicherplatz schnell eine uniiberwindbare Grenze fiir die Grofie des diskretisier-
ten Problems und damit fiir die Genauigkeit der Simulationsrechnung.

Schon frith wurde daher eine Verlagerung auf iterative Verfahren deutlich. Die
ersten und einfachsten Iterationsverfahren, z.B. die Gauf3-Seidel- und Jacobi-Iteration,
liefern praktisch ohne zusédtzlichen Speicherbedarf eine Rechenzeitkomplexitdt von
O(N?). Die einzelnen Iterationsschritte sind dabei zwar von linearem Aufwand, je-
doch verschlechtern sich die Konvergenzraten fiir die typischen zu losenden Glei-
chungssysteme mit einer Ethchung der Problemgrofse derart, dass auch die Zahl der
bendétigten Iterationsschritte linear mit der Zahl der Unbekannten wachst. Einen Fort-
schritt in dieser Richtung brachten die SOR-Verfahren (successive over-relaxation), die
etwa im Fall der Poisson-Gleichung bei optimaler Wahl eines Uberrelaxationsfaktors
die Rechenzeitkomplexitit auf O(N®?) reduzieren. Dadurch wird ohne den Nach-
teil eines zusédtzlichen Speicheraufwandes eine mit den besten direkten Methoden
vergleichbare Komplexitat erreicht.

Der Durchbruch der iterativen Verfahren zur effizienten Losung partieller Diffe-
rentialgleichungen gelang mit der Entwicklung der sogenannten Mehrgitterverfahren.
Zumindest fiir bestimmte Problemklassen konnen diese eine sowohl bzgl. Rechenzeit
als auch bzgl. Speicherplatzbedarf optimale Komplexitdt von O(N) erreichen. Fiir
das Modellproblem der Poisson-Gleichung auf dem Einheitsquadrat benétigen die
schnellsten Mehrgitterverfahren heute im Wesentlichen nur noch eine einzige Mehr-
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gitteriteration. Mit diesem minimalen Rechenaufwand, der weniger als 10 Iteratio-
nen des Gaufs-Seidel-Verfahrens entspricht, kann die partielle Differentialgleichung
bis auf Diskretisierungsgenauigkeit gelost werden. Diese sogenannte textbook multi-
grid convergence ist allerdings noch bei weitem nicht fiir alle Problemklassen erreicht
[10].

1.2.2. Bedeutung schneller, robuster und paralleler Verfahren

Komplizierte Hindernisgeometrien, starke Konvektion oder zirkulierende Stromun-
gen stellen hohe Anforderung an die Entwicklung effizienter Mehrgitterloser fiir An-
wendungen in der Stromungssimulation. Fiir viele solche Fille ldsst sich die genann-
te optimale O(N)-Komplexitdt mit den bisherigen Mehrgitterverfahren nicht erzie-
len. Neben den Wunsch nach Robustheit und guter Effizienz iiber eine grofie Klasse
von Problemen hinweg, gesellen sich Forderungen wie etwa nach guter Parallelisier-
barkeit des Verfahrens, die die Entwicklung zuséatzlich erschweren.

Im Zeitalter der Hoch- und Hochstleistungsrechner mag man freilich versucht
sein, nicht mehr nach optimaler Komplexitidt zu streben, sondern einfach die néachste
Rechnergeneration abzuwarten. Das folgende Gedankenexperiment soll verdeutli-
chen, dass nicht obwohl, sondern gerade weil die verfiigbare Hardware immer leis-
tungsfahiger wird, stets die optimale Komplexitdt des Algorithmus angestrebt wer-
den sollte.

Nach Moore’s Law [46] verdoppelt sich die verfiigbare Rechenkapazitit, also insbe-
sondere Rechengeschwindigkeit und Speicherkapazitit, etwa alle 18 Monate. Folg-
lich wird man alle 18 Monate aufgrund des dann in doppelter Menge vorhandenen
Speicherplatzes ein Problem mit doppelt so vielen Unbekannten (also z.B. entspre-
chend hoherer Auflosung) in Angriff nehmen konnen. Bei einem Verfahren der Re-
chenzeitkomplexitat O(N) wird das berechnete Ergebnis in derselben Zeit wie bisher
erhalten, da sich auch die Rechnergeschwindigkeit entsprechend verdoppelt hat. Bei
schlechterer Rechenzeitkomplexitidt erhoht sich dagegen die Wartezeit auf die Ergeb-
nisse deutlich. Da man generell bestrebt sein wird, stets das grofstmogliche Problem
zu rechnen — und oft ist gerade der verfiigbare Speicherplatz die hértere Grenze — so
wird klar, dass man bei einer starker als O (N) wachsenden Rechenzeit die Steigerung
der Rechnerkapazitit nicht linear in eine Steigerung der Problemkapazitdt umsetzen
kann.

Neben der sich standig verdoppelnden Rechenkapazitit gibt es noch eine zweite
Beobachtung, aus der sich Forderungen an leistungsfdhige Verfahren ableiten las-
sen. Die Prozessorgeschwindigkeit, die Speicherzugriffszeiten und die Kommunika-
tionsgeschwindigkeit zwischen Prozessoren in Parallelrechnern entwickeln sich kei-
nesfalls gleichméfliig. Vielmehr existiert zur Zeit ein Trend, dass die Prozessorge-
schwindigkeit deutlich schneller wéchst als die des Speichers und der Kommunikati-
on. Kiinftige Hochleistungsrechner — und damit hochparallele Rechner — werden also
nur dann optimal ausgeniitzt werden konnen, wenn die Algorithmen mit hoher par-
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alleler Effizienz auch auf Architekturen mit verteiltem Speicher und verhéltnismaflig
langsamer Kommunikation laufen [40].

1.3. Entwicklung schneller iterativer Loser auf Basis
der rekursiven Substrukturierung

1.3.1. Aufgabenstellung

Die vorliegende Arbeit konzentriert sich auf die folgenden drei wesentlichen Anfor-
derungen, die ein ,idealer” Algorithmus erfiillen sollte:

o Als erstes sollte er eine optimale Komplexitdt sowohl bzgl. bendtigter Rechen-
zeit, als auch bzgl. erforderlichem Speicherplatz aufweisen. Rechenzeit und
Speicherbedarf des entwickelten Algorithmus sollen fiir Konvektions-Diffusi-
ons-Gleichungen nicht stiarker als linear mit der Zahl der Unbekannten wach-
sen.

o Zweites Ziel ist die gute Parallelisierbarkeit des Algorithmus. Der Algorith-
mus soll auch auf Systemen, die nicht primaér als Parallelrechner ausgelegt sind,
etwa auf vernetzten Arbeitsplatzrechnern, gute parallele Effizienz aufweisen.
Dabei soll die parallele Version gegeniiber der seriellen keine Modifikationen
des Algorithmus erforderlich machen.

e Vor allem aber soll sich der Algorithmus durch Robustheit fiir eine moglichst
umfangreiche Klasse von Problemen auszeichnen. Seine optimalen Komple-
xitdtseigenschaften soll er moglichst unabhidngig von der Stromungsgeometrie
und -geschwindigkeit liefern konnen. Dabei beschrankt sich diese Arbeit in
puncto Geschwindigkeit zunédchst auf den Fall einer im Verhaltnis zur Auf-
16sung des Diskretisierungsgitters méafiigen Dominanz der Konvektion iiber die
Diffusion. Die Konvektion darf zwar prinzipiell beliebig stark werden, im Ge-
genzug soll dann aber auch das Diskretisierungsgitter fein genug sein, um das
physikalische Problem weiterhin korrekt zu beschreiben. Das Gitter wird ins-
besondere als so fein angenommen, dass keine zusitzliche Diffusion zur Stabi-
lisierung der Diskretisierung eingesetzt werden muss. Der Fall der noch star-
keren Konvektion erfordert ein modifiziertes Vorgehen, fiir das lediglich einige
mogliche Ansdtze diskutiert werden.

1.3.2. Gewabhlter L6sungsansatz

Die Forderung nach optimalen Komplexitiatsschranken fiir Rechenzeit und Spei-
cherplatz soll durch das Arbeiten auf hierarchischen Basen und Erzeugendensyste-
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men erfiillt werden. Speziell die Diskretisierung auf Erzeugendensystemen verleiht
dem Verfahren mehrgittertypische Komplexitdts- und Konvergenzeigenschaften.

Gute Parallelisierungseigenschaften sollen durch eine Kombination des Mehr-
gitteransatzes mit einem divide&conquer-artigen Gebietszerlegungsansatz gewéahrleis-
tet werden. Aufbauend auf den Arbeiten von Hiittl [37] und Ebner [17] wird konkret
ein Iterationsverfahren entwickelt, das das Verfahren der rekursiven Substrukturie-
rung mit der Vorkonditionierung mittels hierarchischer Basen und vor allem hierar-
chischer Erzeugendensysteme verwebt.

Das Problem der Robustheit bzgl. verschiedener Geometrien und Stdrken der
konvektiven Stromung wird angegangen durch Einfiihren einer zuséatzlichen, partiel-
len Elimination von Kopplungen in den lokalen Gleichungssystemen der substruktu-
rierten Teilgebiete. Die Strategie der Auswahl der zu eliminierenden Kopplungen ist
dabei der zugrunde liegenden Physik der Konvektions-Diffusions-Gleichung ange-
passt. Zugleich wird aber nicht die optimale Komplexitdt des Verfahrens zerstort.
Vielmehr gewdhrleistet gerade diese zusatzliche Teilelimination Konvergenzraten,
die von Konvektionsstarke und -geometrie unabhingig sind.

1.3.3. Uberblick Gber diese Arbeit

Kapitel 2 beschreibt die dieser Arbeit zugrunde liegenden Konzepte der Multilevel-
verfahren. Wir werden das Prinzip der Mehrgitterverfahren, wie auch das Prinzip der
Vorkonditionierung mit hierarchischen Basen und Erzeugendensystemen erldutern.
Insbesondere wird dargelegt, dass bestimmte Mehrgitterverfahren operationell iden-
tisch sind mit Iterationsverfahren, die auf Erzeugendensystemen arbeiten. Ebenso
wird kurz analysiert, weshalb die vorgestellten herkdémmlichen Mehrgitterverfahren
bei der Anwendung auf Konvektions-Diffusions-Gleichungen scheitern. Einige exis-
tierende Ansétze zur Verbesserung von Mehrgitterverfahren fiir Konvektions-Diffu-
sions-Gleichungen werden in diesem Zusammenhang diskutiert.

In Kapitel 3 werden wir dann ein auf der rekursiven Substrukturierung basie-
rendes iteratives Verfahren entwickeln, das auf Erzeugendensystemen arbeitet. Be-
ginnend mit der Beschreibung eines der nested dissection verwandten direkten Losers
werden wir daraus den Ubergang zu iterativen Varianten der rekursiven Substruktu-
rierung motivieren. Weiter werden wir darlegen, wie eine hierarchische Vorkonditio-
nierung in den algorithmischen Rahmen der rekursiven Substrukturierung eingebet-
tet werden kann. Schliefllich wird besprochen, wie eine zusitzliche Teilelimination
von Kopplungen in den Algorithmus integriert wird.

In Kapitel 4 werden wir eine dem Konvektions-Diffusions-Problem angepasste
Strategie fiir die Auswahl dieser zu eliminierende Kopplungen entwickeln. Dazu
werden wir zunéichst einige Uberlegungen anstellen, wie ideale Grobagitter fiir schnel-
le Konvektions-Diffusions-Loser aussehen miissten. Der Aufbau dieser Grobgitter
dient im Folgenden als Motivation fiir die Wahl der Eliminationsstrategie. Dass die
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zusitzliche Elimination von Kopplungen in der Tat als gednderte Grobgitterwahl in-
terpretiert werden kann, bildet den Abschluss des Kapitels.

Kapitel 5 beschreibt einige Details der Implementierung des Algorithmus und
geht dabei insbesondere auf effiziente Datenstrukturen zur Speicherung der lokalen
Gleichungssysteme ein. Zusédtzlich wird eine einfache, aber ausreichend effiziente
Parallelisierungsstrategie vorgestellt und deren Umsetzung beschrieben.

Den Inhalt von Kapitel 6 bilden numerische Tests. Fiir einige ausgewahlte Bench-
markprobleme werden die typischen Konvergenzraten ermittelt. Aufferdem wird die
Speicherplatz- und Rechenzeitkomplexitdt sowie die parallele Effizienz des Verfah-
rens untersucht.

Kapitel 7 behandelt zwei Spezialfédlle der Konvektions-Diffusions-Gleichung. Fiir
den einfacheren Fall der Poisson-Gleichungen kann auch die Eliminationsstrategie
vereinfacht werden. Fiir den Spezialfall der stark konvektionsdominierten Strémun-
gen ist die in Kapitel 4 vorgestellte Eliminationsstrategie nicht mehr physikalisch
gerechtfertigt. Anhand einiger numerischer Tests werden wir mogliche alternative
Strategien diskutieren.

Kapitel 8 schliefdlich bietet neben einer Zusammenfassung des bisher Erreich-
ten einen Ausblick auf weitere Anwendungsmoglichkeiten und -gebiete, sowohl des
konkreten Algorithmus als auch des prinzipiellen Ansatzes.

Ergdnzend findet sich im Anhang eine kurze Zusammenfassung der in dieser Ar-
beit verwendeten Diskretisierungs- und Iterationsverfahren.
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2. Multilevelansatze: Hierarchische
Basen, Erzeugendensysteme,
Mehrgitterverfahren

Das erste fiir diese Arbeit grundlegende Werkzeug ist die Diskretisierung auf soge-
nannten hierarchischen Erzeugendensystemen. Diese gehdren zusammen mit den hier-
archischen Basen und den Mehrgitterverfahren zur Familie der Multilevelverfahren und
sollen zusammen mit diesen im folgenden Kapitel vorgestellt werden.

Der erste Abschnitt des folgenden Kapitels widmet sich den klassischen Mehrgit-
terverfahren [12, 45]. Diese verwenden Diskretisierungen auf Gittern verschiedener
Auflosung, um eine substanzielle Beschleunigung des Losungsverfahrens zu erzie-
len. Erstmals beschrieben wurden Mehrgitterverfahren bereits in den 60er Jahren
[2, 19]. Als effiziente Loser fiir partielle Differentialgleichungen wurden sie jedoch
erst in den 70er Jahren von Brandt entdeckt [9].

Der zweite Abschnitt des Kapitels erldutert die Diskretisierung und Vorkonditio-
nierung mittels hierarchischer Basen und Erzeugendensysteme. Hierarchische Basen
und Erzeugendensysteme bestehen aus einer Multilevelhierarchie von Basisfunktion
mit unterschiedlich groem Trdger. Ahnlich wie das Mehrgitterkonzept der unter-
schiedlich fein aufgelosten Gitter kann ihre Verwendung zu einer Beschleunigung
der resultierenden Verfahren ausgenutzt werden [72].

Der dritte Abschnitt beschreibt die enge Verwandtschaft zwischen Mehrgitterver-
fahren und hierarchischen Erzeugendensystemen. Insbesondere sind gewisse Mehr-
gitterverfahren operationell identisch mit bestimmten Iterationsverfahren, wenn die-
se auf Erzeugendensystemen ausgefiihrt werden [24, 25].

2.1. Mehrgitterverfahren

Mehrgitterverfahren beschranken sich bei der Losung einer partiellen Differential-
gleichung nicht nur auf das eigentliche Diskretisierungsgitter (), sondern verwen-
den zusétzlich Diskretisierungen auf groberen Gittern. Ublich ist dazu die Verwen-
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dung einer Sequenz von Gittern
Qh e th e Q4h — ... (21)
mit wachsender Gitterweite , 2h,4h, . .., auf denen jeweils Gleichungssysteme

Apuy = fu, Aty = fon, (2.2)

aufgestellt werden. Die Losungen auf den groberen Gittern werden dazu verwendet,
Korrekturen fiir die auf den Feingittern noch nicht korrigierten oder nicht effizient
korrigierbaren Fehleranteile zu bestimmen.

Wir wollen dieses Vorgehen zunédchst anhand eines Zweigitterverfahrens, also ei-
nes Mehrgitterverfahrens mit nur einem einzigen Grobgitter, beschreiben. Zun&chst
wird auf dem feinen Gitter (), mittels einiger weniger Schritte eines einfachen Itera-
tionsverfahrens (z.B. Jacobi- oder Gauf8-Seidel-Verfahren) eine Ndherungslosung i),
des Gleichungssystems A,u, = f; berechnet. Fiir viele solche Iterationsverfahren
lasst sich beobachten, dass die Ndherungslosung u, gegentiber der exakten Losung
u; einen zwar immer noch grofien, aber nun relativ glatten Fehler e), := u; — 1y, auf-
weist. Die hochfrequenten, nicht-glatten Fehleranteile wurden durch das Iterations-
verfahren, dem sogenannten Glitter, schnell herausgedampft.

Grundidee der Grobgitterkorrektur ist nun, dass eine Approximation fiir den glat-
ten Fehler e;, auch auf einem groberen Gitter (), berechnet werden kann. Dies aller-
dings mit deutlich reduzierten Kosten. Auf dem feinen Gitter gilt fiir den Fehler ¢
die sogenannte Residuumsgleichung

en = uy — Uy (Fehler)
Apen, =1y, mit R . (23)
thi= fu — Apity,  (Residuum).

Auf dem groben Gitter soll nun stattdessen ein u,, berechnet werden, das e, appro-
ximiert. Dazu wird fiir das grobe Gitter ein Gleichungssystem Aj,uy, = fo, beno-
tigt. Aus dem Vergleich mit der Residuumsgleichung 2.3 wird deutlich, dass sich die
rechte Seite f,, aus dem Residuum r;, bestimmen muss. Fiir diese Ubertragung des
Residuums auf das grobe Gitter sowie fiir die Ubertragung der berechneten Grobgit-
terkorrektur zuriick auf das feine Gitter werden entsprechende Interpolations- und
Restriktionsoperationen benétigt:

fon 1= Pﬁhrh und en ~ Pfhuzh. (2.4)

Als Interpolationsoperator Py, dient oft einfach die (bi-)lineare Interpolation. Der
Restriktionsoperator P?" kann im einfachsten Fall eine unveréanderte Ubernahme der
Grobgitterwerte sein (,Injektion”), hdufig wird er aber auch als Transponierte des
Interpolationsoperators gewahlt (fully weighted restriction), also

P2 = (PL)" . (2.5)
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Abbildung 2.1: Abarbeitungsreihenfolge der einzelnen Gitter im V-Zyklus

Das Aufstellen der Matrix A,;, des Grobgitter-Gleichungssystems kann zwar di-
rekt aus einer Diskretisierung auf dem groben Gitter erfolgen, eine verbreitete Me-
thode (die sog. Galerkin-Approximation) bedient sich aber auch hierbei der Interpo-
lations- und Restriktionsoperatoren:

Ay, = PP"AyPY, bzw. mit Gleichung25: Ay, = (P},) " AP (2.6)

Das fertige Gleichungssystem Ajuz, = fo, kann nun mit einem beliebigen Ver-
fahren gelost werden. Die Grobgitterkorrektur u,, wird dann auf das feine Gitter
interpoliert und auf die bisherige Ndherungslosung addiert:

il\h = Z/l\h + Pﬁ’huz;, . (27)

Abschlieend kann die Naherungslosung ), durch einige Iterationsschritte mit
dem Glétter noch weiter verbessert werden.

Der Ubergang vom Zweigitter- zum Mehrgitterverfahren geschieht, indem die
Grobgitterkorrektur rekursiv wieder durch ein Zweigitter- bzw. Mehrgitterverfahren
berechnet wird. Algorithmus 1/beschreibt einen Iterationszyklus des resultierenden
Mehrgitterverfahrens.

In Abbildung 2.1 ist die Durchlaufreihenfolge skizziert, in der die einzelnen Dis-
kretisierungsgitter durch den Algorithmus 1/abgearbeitet werden. Aufgrund dieses
V-férmigen Schemas wird der vorliegende Mehrgitteralgorithmus gewohnlich als V-
Zyklus bezeichnet.

Da jedes Grobgitter im zweidimensionalen Fall nur noch ein Viertel der Punkte
des néchstfeineren Gitters besitzt, ist der zusdtzliche Rechen- und Speicheraufwand
tiir die Grobgitterkorrekturen gering. Enthélt das feinste Gitter N Gitterpunkte, dann
wird die Zahl der Punkte aller verwendeten Gitter bestimmt durch die geometrische
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Algorithmus 1 Mehrgitter-V-Zyklus (eine Iteration)

Fiir alle Gitter

Falls nicht feinstes Gitter

hole f, vom feineren Gitter

Falls grobstes Gitter

16se Ahuh = fh

sonst

relaxiere auf A,u, = fj
Yoy = P;%h (fh — Ahuh)

iibergebe r;;, an groberes Gitter
hole Korrektur u,, vom groberen Gitter
Uy = Uy + P?f‘huzh

relaxiere auf Au;, = fj,

Falls nicht feinstes Gitter

.

iibergebe 1), an feineres Gitter

fn aus Residuum des Feingitters

z.B. mit direktem Loser

Vorglittung

Berechnung und Restriktion des
Residuums

und warte auf Grobgitterkorrektur

Korrektur der Losung

Nachglittung
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Reihe

1 1 1 4
— — o< — ==N. .
N+4N+42N+ <N T 3N (2.8)

M g

k=0

Die Zahl der verwendeten Gitterpunkte steigt also nur um einen kleinen konstanten
Faktor. Daher wichst auch der Speicheraufwand und die Rechenzeit fiir eine Mehr-
gitteriteration nur linear mit der Zahl der Unbekannten an. Der Aufwand fiir Restrik-
tion und Interpolation wurde dabei zwar nicht extra bertiicksichtigt, verschlechtert
das Ergebnis aber nicht wesentlich.

Fiir die Poisson-Gleichung zeigt sich, dass die Konvergenzrate des vorgestellten
Mehrgitterverfahrens nicht mehr von der Anzahl N der Unbekan